Cémo la geometria nos permite entender la dindmica:
una introduccion a los sistemas integrables

Asier Lopez-Gorddn

Instituto de Ciencias Matematicas (ICMAT-CSIC), Madrid

Coloquio Junior
24 de mayo de 2023

Subvencionado por las ayudas CEX2019-000904-S y PID2019-106715GB-C21
financiadas por MCIN/AEI/10.13039/501100011033

INSTITUTO DE CIENCIAS MATEMATICAS

Introduccién a los sistemas integrables Coloquio Junior 1



Introducccién
©00000000

Introducccion

® Grosso modo, un sistema completamente integrable es un sistema
dindmico con n constantes del movimiento independientes y
«compatibles», donde n es el nimero de grados de libertad.

® [En tales sistemas, las ecuaciones del movimiento se pueden «resolver
completamenten.
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Campos de vectores

® Recordemos que un campo de vectores X en una variedad M es una
aplicaciéon X: M — TM que a cada punto x € M le asigna un vector
tangente X(x) € T, M.

® Equivalentemente, podemos entender X como una aplicacién lineal
X: C®(M) — C*°(M) que es una derivacién, i.e.

X(fg) = X(g) + gX(f), Vf,ge C®(M).
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Campos de vectores

® Si (x%,...,x") son coordenadas en My

i 0
X:;X’axi,

entonces una curva integral y: [ C R — M, y(t) = (x(t)) de X est4
dada por

o =X'(v(t)), i=1,...,n. (1)
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Campos de vectores

® Si tenemos un sistema dinamico descrito por un sistema de EDOs (1),
podemos interpretarlo como el flujo de un campo vectorial.

® Esto nos permite darle una interpretacion geométrica a la dindmica.
Algunas de las ventajas de esto son:

@ Reescribir el campo en unas coordenadas en las que las EDOs sean
triviales de resolver (el tema de esta charla).

@ Proyectar el campo a una variedad de dimensién menor cocientando
por sus simetrias.

© Caracterizar su estabilidad.

@ Desarrollar métodos numéricos que preserven propiedades geométricas
del sistema original (e.g. preservacién del volumen).
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Formas diferenciales

® Podemos definir una p-forma « en M como una aplicacién
antisimétrica y multilineal que a p campos de vectores Xi,..., X, en
M les asigna la funcién a(X,..., Xp).

® F| producto exterior de 1-formas a3 A «p es distributivo, asociativo y
antisimétrico.

® En coordenadas, una 1-forma « y una 2-forma [ se escriben

a= Zn:a;dxi, 8= Zn:zn:ﬁ,-jdxi Adx!
i=1

i=1j=1

Introduccién a los sistemas integrables Coloquio Junior 6



Introducccién
O00@00000

Geometria simpléctica

Definiciéon

Sea M una variedad. Una forma simpléctica w en M es una 2-forma en
M tal que

@ es no degenerada: w(v,-) =0« v =0,

@® es cerrada: dw = 0.

Al par (M,w) se le llama variedad simpléctica.

Proposicién

La aplicacion X — w(X,-) es un isomorfismo entre el C°>°(M)-médulo de
los campos vectoriales y el de las 1-formas.
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Geometria simpléctica

® Sean (X1,...,Xn Y1, -,Yn) coordenadas canénicas en R?"
® |a 2-forma w dada por

n
) = Z dx; A dy;
i=1

es simpléctica
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Geometria simpléctica

Teorema (Darboux)

Alrededor de todo punto x € M de una variedad simpléctica (M,w) existe
una carta (U;q,...,q", p1,...,pn) tal que

n
w = qui Adp;.
i=1

A las coordenadas (g*,...,q",p1,...,pn) Se las conoce como
coordenadas de Darboux.

Corolario

Toda variedad simpléctica tiene dimensién par.
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Campo hamiltoniano

® Sea (M,w) una variedad simpléctica.

® Dada una funcién f € C>°(M), su campo hamiltoniano es un
campo vectorial Xf en M dado por

w(Xf,-) =df.

® En coordenadas de Darboux

"./0f O of 0
X = _ .
f ,; <<9p; dq"  Opi 8p;)
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Campo hamiltoniano

® Una curva integral v: R D [ 3 t — (qg(t), p(t)) € M de X satisface

dr aqi(q(t)vp(t))>

dq’ _of
i = oy @(02(0).
dp,' . of

parai=1,...,n.

Introduccién a los sistemas integrables Coloquio Junior 11



Introducccién
000000000

Sistema hamiltoniano

Definicion

Un sistema hamiltoniano es un triple (M, w, h), donde (M,w) es una
variedad simpléctica y h € C°>°(M) es una funcién llamada funcién

hamiltoniana.
Su dinamica viene dada por el flujo del campo hamiltoniano de h:

w(Xp, ) = dh

® Esta es la forma intrinseca (sin coordenadas) de escribir las
ecuaciones de Hamilton.

® En sistemas fisicos, habitualmente h se puede interpretar como la
energia del sistema.
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Ejemplo (Ecuaciones geodésicas)
® Sea (M, g) una variedad (pseudo)riemanniana con coordenadas (x/).

® Consideremos el sistema hamiltoniano (T7*M,w, h), con

n n
w:de’/\dp;, h= ZgijPin,
i=1 ij=1

donde (g7) es la matriz inversa de (gj;).

® | as ecuaciones de Hamilton para h son las ecuaciones geodésicas para

&

Introduccién a los sistemas integrables Coloquio Junior

13




Introducccién
000000080

Corchete de Poisson

¢ El corchete de Poisson {-,-}: C®(M) x C*(M) — C>*(M) esta
dado por
{f. g} =w(Xr, Xq).
® Notemos que
{f. g} = Xe(f) = —X¢(g) -

® En coordenadas de Darboux

" Of g Og 8f)
e =3 (5ot — 5o )
(-8} = 2. \og7om ~ 097 0m
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Corchete de Poisson

Propiedades:

@ Bilinealidad,

@® Antisimetria: {f, g} = —{g,f},

© Identidad de Jacobi: {f,{g, h}} + {g,{h,f}}+{h,{f,g}} =0,

O l|dentidad de Leibniz: {fg, h} = {f, h}g + f{g, h}.
® Las tres primeras implican (por definicién) que el corchete de Poisson
es un corchete de Lie en C>(M).

® Se cumple
Xirgy = —[Xr. Xl -

® Por lo tanto, la aplicaciéon f — Xr es un anti-homomorfismo de
algebras de Lie.
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Subvariedades lagrangianas

Una subvariedad N C M de una variedad simpléctica (M?",w) se dir4
lagrangiana si dimN =ny w|, = 0.

* Consideremos la variedad simpléctica (R2",w = >_7_; dx; A dy;).

® Podemos comprobar que

N:{(xl,...,x,,,yl,...,y,,)E]R2”|y;:O,izl,...,n}

es una subvariedad lagrangiana.
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Involutividad

Definicién

Una coleccién de funciones fi,. .., f, € C*°(M) se dird que esta en
involucion si {f;,f;} =0 paracadai,j=1,...,n
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Involutividad

Sea (M,w, h) un sistema hamiltoniano y f € C*°(M). Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

@ f toma un valor constante a lo largo de cada curva integral de Xp,
® Xi(f)=0,
© f y h estan en involucidn, i.e. {f,h} =0.
A una funcién que satisfaga tales condiciones la llamaremos cantidad
conservada (o constante del movimiento).

Introduccién a los sistemas integrables Coloquio Junior 18



Liouville integrability
0@000000

Definiciéon

Un sistema hamiltoniano (M?", w, h) se dird completamente integrable

(o integrable Liouville) si existen n funciones fi, f, ..., f, € C*°(M)
tales que
® h, f1, f, ..., f, estén en involucién,

@® son funcionalmente independientes (i.e. rank{df;} = n) a.e.,

Las funciones fi, f, ..., f, se diran integrales.

Denotaremos F = (fi,...,f,): M — R".
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Teorema (Liouville—=Arnold)

Sea (M,w, h) un sistema completamente integrable. Sea My = F~1(A) un
conjunto de nivel regular, i.e. rankdxF = n para todo x € Mu. Entonces

@ My es una subvariedad lagrangiana de (M, w).
@® M) es invariante bajo el flujo de Xp, y X¢.
©® Cada componente conexa y compacta de My es difeomorfa a T".

O© En un entorno de M) existen coordenadas (', s;), llamadas de
accion-angulo, tales que
O w=>,dy Nds;,
® /as coordenadas de accién s; son funciones de las integrales fi, . .., f,,
@ /as ecuaciones de Hamilton (curvas integrales de Xj) se escriben

de’ f ds; _
E—Q(Sl,...,sn), E—O
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Demostracion de @ y @

® Puesto que X¢f; = {f;, i} =0 Vi, jy TxMp = ker{df;}, los campos
Xf son tangentes a Mj.
® En otras palabras, los flujos de X¢ dejan My invariante.

® Al ser dfq,...,df, linealmente independientes y v + ¢ w un
isomorfismo, Xy, ..., X¢, son linealmente independientes.

® Luego, {Xg(x),...,Xg(x)} es una base de T, Mp para cada x € Mj.

® Usando que w(Xy, X¢) = {fi, f;} = 0 para cada /,j, concluimos que
My es lagrangiana.
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Esquema de la demostracién de @

Sea N una n-variedad y X, ..., X, campos vectoriales linealmente
independientes y completos en N. Si estos campos conmutan entre si,
entonces N es difeomorfa a T x R"~¥ for some k < n. En particular, si N
es compacta, entonces N = T".

® Recordemos que X; completo significa que su flujo gbf" esta definido
vVtelR.

® Puesto que los campos conmutan, la composicién de sus flujos
también conmuta.
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Esquema de la demostracién de @

Por ello, la aplicacién ®: R"” x N — N dada por

Ot ta)(x) = Pt o -+ 0 ¢27(x).

es una accién del grupo de Lie abeliano R" sobre N.

La aplicacién Ayx: (t1,...,tn) — ®(t1, ..., ty)(Xx) es una inmersién,
i.e. rankdA, =nVx e N.

Por ello, O(x) = Im Ay es un abierto de N.

Al ser N conexo por hipétesis, O(x) = N.
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Esquema de la demostracién de @

Por el primer teorema de isomorfismo para grupos de Lie,
O(x) =2 G/ G (isomorfos como grupos y difeomorfas como
variedades), con G, = {g € G| g- x = x}.

® En este caso, ImA, = R"/G.

Al ser A, un difeomorfismo local, G, es discreto.

Se puede probar que G es un reticulo Z¥ para un cierto k < n.
Concluimos que N = R"/ZkK = Tk x Rk,
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El subgrupo de isotropia Gx de la accion : R" x N — N es un reticulo
Z¥ para k < n.

® En el caso n =1 tomemos e; como el elemento méas pequeiio de
Gx C R distinto de 0.

® Por reduccién al absurdo podemos probar que cualquier otro elemento
de Gy es mdltiplo de e;.

® En efecto, si g € Gx no fuera miltiplo de e; tendriamos
kes < g < (k+1)e,

para algin entero positivo k, pero entonces e — ke; < ey.

® En el caso n, procederiamos por induccién obteniendo una base
{e1,...,ex} de G =~ 7k,
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Idea de la demostracién de @

® Alser F: M — R" una aplicacién diferenciable, para cada punto
y € R", existe un entorno V tal que F~1(V) es difeomorfo a

V x F~i(y).

e Consideremos un entorno U = V x Mj de My = F~1(A) de esta
forma.

® Como Mp = T", podemos tomar coordenadas angulares del toro
(09"

® | as integrales fi, ..., f, son coordenadas en V C R".

® Definiendo unas nuevas funciones s; = s;(f1,...f,) es posible escribir

n
w=>Y d¢' Ads;.
i=1
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Idea de la demostracién de @

® En estas coordenadas, 8‘?9,- = X;, de modo que
Oh
- = Xq.(h) ={si(f,...,fn),h} =0,
o = Xah) = {s(fa, - £2). b}
y tenemos h = f(s1,...,5p).
® Ademais, on o
Xh = 5 ]
85,‘ 8@’
~
QI

donde las frecuencias Q' dependen Ginicamente de las coordenadas
accién (s;).
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Ejemplo: el oscilador arménico n-dimensional

e Consideremos el sistema hamiltoniano (R2",w, h), donde
n pg %2 n
— ! i —
h—E <2+2>, W—izgldx,'/\dp,'.

® Es completamente integrable. En efecto, las funciones

X2
p?

f.i’i
2+2

son integrales, i.e. {f;,h} =0y rank{dfi} = n a.e.

® | os conjuntos de nivel Mp estan dados por

Mp = {(X1,- -, Xn, P1,- -, pn) € R?" | p? 4+ x? =2A; } = T".
N—————

circulos
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Ejemplo: el oscilador arménico n-dimensional

® Podemos escribir el hamiltoniano como

h=h(fi,...,f)

|
7

® Sea ¢/ = arctan (%) Entonces,
n
w= Z do' Adf; .
i=1

® Vemos que (', f;) son coordenadas de accién-angulo.
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Ejemplo: el oscilador arménico n-dimensional

® | 0os campos hamiltonianos estan dados por

0 0
Xt =, Xp= -
f Oy’ h ;&p’

® | as ecuaciones de Hamilton se escriben

dgoi

=1
dt ’
df;
T _0
dt

® Su solucién es inmediata:

‘Pi(t) = SOi(O) + t, f; = ¢; = const.
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