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e Geometria rozniczkowa pomaga lepiej rozumiec uktady
dynamiczne, zarowno jakosciowo, jak i ilosciowo: symetrie,
stabilnos¢, metody numeryczne itp.

e Aby modelowac niektére niezachowawcze uktady fizyczne, mozna
uzy¢ geometrii kontaktowej.

e ChcielibySmy znalez¢ wspotrzedne takie, ze réwnania dynamiki i
struktura geometryczna majg postac kanoniczna.




Plan prezentac;i

@ Przeglad geometrii symplektycznej i twierdzenia
Liouville'a-Arnolda

@ Uktady hamiltonowskie kontaktowe i catkowalne uktady
kontaktowe

© Stownik kontaktowo - jednorodny symplektyczny
@ Ukiady bihamiltonowskie

Catkowal



Geometria symplektyczna

e Rozmaitosci symplektyczne sg naturalnymi przestrzeniami dla
mechaniki Hamiltona.

e Niech M bedzie rozmaitoscig rozniczkowalng. Dwuforma w na M
nazywa sie formg symplektyczng, jezeli jest zamknieta i
niezdegenerowana, czylidw =0 i

TM3 v Wy, )eTM

jest izomorfizmem miedzy wigzkami wektorowymi.
e Para (M, w) nazywa sie rozmaitoscig symplektyczna.
e Warunek niedegeneracji implikuje, ze M ma wymiar parzysty.
¢ Dla dowolnej funkdji f € €*(M), jej pole hamiltonowskie jest
jednoznacznym polem wektorowym Xrna M takim, ze

WXy, ) = df .
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Geometria symplektyczna

® Kazdy punkt w M ma otoczenie ze wspotrzednymi Darboux'a
(', pi), gdzie

w=dg' Adp;, Xp=-—--—2—, 1<i<n,
/.
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Geometria symplektyczna

Przyktad (Wigzka kostyczna)
e Niech N bedzie dowolng rozmaitoscia.
® Jej wigzka kostyczna T*N jest naturalnie wyposazona w
jednoforme kanoniczng By.
e Ponadto wy = -dBy jest symplektyczna.
e Niech (x/) beda wspotrzednymi na N, ktdre definiujg wspotrzedne
wigzkowe (X', a;) na T*N.

® \Wdwczas, ‘ '
9/\/ = a,-dx’, Wy = dx’ /\da,.

Catkowalne u ntaktowe



Réwnania Hamiltona

e Niech (M, w) bedzie rozmaitoscig symplektyczng. Funkcja
Hamiltona jest pewng funkcjg H na M, ktora fizycznie
reprezentuje energie uktadu mechanicznego.

e Trojka (M, w, H) nazywa sie uktadem hamiltonowskim.

e Trajektorie ukfadu sg krzywymi catkowymi Xy. We wspotrzednych
Darboux'a spetniajg réownania Hamiltona:

dgf oH dp;  oH

at "o At o




Réwnania Hamiltona

e Dynamika Hamiltona zachowuje forme symplektyczng oraz
funkcje Hamiltona, tzn.

LyH=0, Ly

w=0.

e Innymi stowy, jezeliy: | C R — M jest rozwigzaniem rownan
Hamiltona, to

Hoy(t)=Hoy(to), Wy = W), Yo tel.
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Nawias Poissona

Definicja

Niech M bedzie rozmaitoscig. Operadja

{ -} €M) x €°(M) — €°°(M) nazywa sie hawiasem Poissona,
jezeli

® jest nawiasem Liego na €*°(M) —jest dwuliniowy, antysymetryczny
i spetnia tozsamosc Jacobiego,
® spetnia regute Leibniza:

{f,.g-nt=1{.8t-h+{fht-g, Vvfghee M.
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Nawias Poissona

Stwierdzenie
Forma symplektyczna w definiuje nawias Poissona

{f,&}w = wiXs, Xg) = Xg(f).
Ponadto spetnia warunek
Xifgro = ~Xr Xel, Vf,g € €%°(M).

Zatem odwzorowanie f — X jest antyizomorfizmem algebr Liego.
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Stwierdzenie

Niech (M, w, H) bedzie uktadem hamiltonowskim. Dla dowolnej funkcji
[ € €>=(M) nastepujgce warunki sq rownowazne:

@ X.(f) =0,

9 {f ’ H }w = O/

© Wartosc | jest stata na krzywych catkowych X.
Wowczas f nazywa sie statq ruchu.

Catkowal



Twierdzenie (Liouville-Arnold)

Niech f1, ..., [ bedq funkcjami na rozmaitosci symplektycznej (M?", w)
takimi, ze
{f/r]j'}w =0, 1<ij<n,

idfy,...,dfn sq liniowo niezalezne. Rozwazmy poziomice
My={xe M| fi=A} A € R Wowczas:

@ Kazda zwarta sktadowa spdjna My jest dyfeomorficzna z T".
@ W otoczeniu U D My istniejqg wspotrzedne dziatanie-kqt (¢, );) takie,

ze 4
w=d¢ Adjj,
ifi=fill1,....Jn). Zatem pola hamiltonowskie majq wyrazenia
_#o
o
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Wniosek

Zatozmy jak wyzej. Niech (M, w, H) bedzie uktadem hamiltonowskim. Jezeli
fi. ... fn Sq statymi ruchu, to rownania Hamiltona majq wyrazenie

dyf _ oH
dt _(3],"
di
E—O.

Bedziemy nazywa¢ (M, w, f1, . . ., fn) uktadem catkowalnym.




Fiorani, Giachetta i Sardanashvily (2002) uogdlnili twierdzenie
Liouville'a-Arnolda dla niezwartej podrozmaitosci My. W tym
przypadku, musimy zatozy¢, ze Xy, ..., Xz, sg zupetne.




Uktady hamiltonowskie kontaktowe
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Stwierdzenie
Niech a bedzie jednoformag na rozmaitosci M. Nastepujgce zdania sq
réwnowazne:

@ a /A (da)’ jest formq objetosci na M,

@b, TM>ve— alv)a+da e T*M jest izomorfizmem,

©® ™M = kera® kerda,

® w = d(ra) jest formg symplektyczng na M x R\ {0}.
W szczegolnosci dimM = 2n + 1.
Dodatkowo zauwazmy, ze a spetnia warunki w.t.w. gdy a = fa spetnia
warunki dla dowolnej niezerowej f € €°°(M).

Jezeli jednoforma a spetnia warunki na gorze, to nazywa sie formg
kontaktowg i (M, a) nazywa sie rozmaitoscig kontaktowa.

Instytut Matematyki UKSW
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Istnieje ogdlniejsza definicja rozmaitosci kontaktowej —jako rozmaitosc
wyposazona w dystrybucje maksymalnie niecatkowalng. Innymi stowy
mozemy rozwazac formy kontaktowe, ktére nie sg globalnie
zdefiniowane.




Przykfad

Rozwazmy wigzke kostyczng T*M z formg kanoniczng 6y, = p;dg’. W
wigzce trywialnej iy : T*M x R — T*M jest forma kontaktowa

ay = dr -6y = dr - pdq’,

gdzie r jest wspotrzedng kanoniczng w R.
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Pole Reeba

Niech (M, a) bedzie rozmaitoscig kontaktowg. Pole Reeba jest
jednoznacznym polem wektorowym R na M takim, ze by(R) = a.
Réwnowaznie

R € kerda, al®R) = 1.

Catkowal



Pola hamiltonowskie kontaktowe

Definicja

Niech (M, a) bedzie rozmaitoscig kontaktowa. Dla dowolnej funkcji
[ € €°°(M), jej pole hamiltonowskie kontaktowe jest jednoznacznym
polem wektorowym Xy na M takim, ze

bal¥p) = of - (R(F) +f)a.

Réwnowaznie

aXp) =-f, Lxa=-R({f)a.

Catkowalne kontaktowe Instytut Matema



Stwierdzenie

Niech (M, a) bedzie rozmaitosciq kontaktowq. Dla dowolnej niezerowej
funkcji a € €°°(M), jednoforma a = aa jest formg kontaktowq. Ponadto,
dla kazdej funkgji f € €°°(M), pole hamiltonowskie kontaktowe funkgji f
wzgledem a rowna sie polu hamiltonowskiemu kontaktowemu funkcji af
wzgledem a, czyli

a __ ya

Mowimy, ze & = ga jest konforemna do a.
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Twierdzenie (Darboux)

Niech (M, a) bedzie rozmaitosciq kontaktowq. Kazdy punkt w M ma
otoczenie ze wspotrzednymi Darboux‘a (q', p;, 2), gdzie

a=dz-pdqg.
Zatem -
j\’, = & ’

8p,aq/(aq,+,0/az) (3,0/ (p/apl f)Z ercg (M).
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Struktura Jacobiego zwigzana z formg kontaktowg

e Forma kontaktowa a na M definiuje nawias Jacobiego
{ }a: € (M) x €°°(M) — €°(M)
{f.8}a = X&) + 8R(f) = ~a(IX; X)) -

e Nawias Jacobiego jest nawiasem Liego, ale nie spetnia reguty
Leibniza.

e Natomiast spetnia ,uogolniong regute Leibniza"™:

{f.g hta=1{f8la-h+{f h}a -g-8hR(f), V[.g&heE°M).

® Odwzorowanie f + Xz, z odwrotnym X — -a(X), jest
antyizomorfizmem algebr Liego miedzy (€°°(M), {-, -},) i algebra
pol hamiltonowskich kontaktowych z [+, -].

Catkowalne u



Uktady hamiltonowskie kontaktowe

Niech (M, a) bedzie rozmaitoscig kontaktowg i H € €*°(M). Trojka
(M, a, H) nazywa sie uktadem hamiltonowskim kontaktowym.

e Trajektorie uktadu sg krzywymi catkowymi Xy. We wspotrzednych
Darboux’a spetniajg réwnania Hamiltona kontaktowe:

/.
dg'tt) _ oH _

dpit)  oH N
i o c(t) - pilt) > c(t),
dz© _ w91
ar ~ PG, edt-HedD,

Catkowalne oWw Instytut Mat



Dynamika kontaktowa nie jest zachowawcza, czyli
LyH=-RH)H, Lx,a=-RH)a.

Niektore uktady fizyczne z dyssypacjg mozna reprezentowac jako
uktady hamiltonowskie kontaktowe.




Przyktad (Oscylator harmoniczny z dyssypacjg liniowg)

Rozwazmy rozwigzanie x: R — R rownania rézniczkowego drugiego
rzedu

d2 ~ar
gdzie k € R. Oznaczmy p = dx/dt, aby redukowac rozwigzanie do

dx

_ &
;O =p0), 0 = X0 - kp(0).

dt
To sg pierwsze dwa réwnania Hamiltona kontaktowe z (R3, a, H), gdzie
a=dz-pdxi
2 2
_ P + X +
H= 5 5 KZ.

Dla dowolnej trajektorii y(t), mamy

Hoy(t) = e™ Hoy(0).

Catkowalne ktow Instytut Matema



Definicja
Catkowalnym uktadem kontaktowym nazywamy trojke (M, a, F), gdzie
(M2, q) jest rozmaito$cig kontaktowg i F = (fo, ..., fn): M — R jest
odwzorowaniem takim, ze

n{fa/fﬁ}zor Oga/ﬁgn/
@® rankTF > n na zbiorze gestym My C M.

Catkowal



e Dla/A € R™"\ {0}, oznaczmy przez (/). potprostg wygenerowang
przez A, czyli

M)y = {XER”” | HreR+:x:r/\} .

® Niech My, oznaczy przeciwobraz ()« przez F: M — R, tzn,

Catkowal



Twierdzenie (Colombo, de Ledn, Lainzi L. G., 2025 r))

Niech (M, a, F) bedzie catkowalnym uktadem kontaktowym, gdzie
F=(fo,....fn). ZatoZmy, ze pola hamiltonowskie kontaktowe Xz sq
zupetne. Dla dowolnego A € R™'\ {0}, istnieje otoczenie U > My, w M
takie, ze:

@ My, jest dyfeomorficzne z TF x R™ 1

@ X; sq styczne do My,.

© Istniejg wspotrzedne (yO, . .,y”,/zh, ...,An) na U takie, ze

gdzie No sq funkcjami w zmiennych A1, ..., Ap.

@ Istnieje niezerowa funkga Ay € €>°(U) i konforemna forma
kontaktowa & = a/Ay = dy® - Ady’.
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Przykfad

e Rozwazmy catkowalny uktad kontaktowy (R3,q,F), gdzie
a=dz-pdqiF,p z)=(p,2).
¢ Pola hamiltonowskie we wspoétrzednych kanonicznych to

XZ - _pap _Zaz
® Wspotrzedne dziatanie-kat to

"= _logz, A=-E.

NS

Y=q, y
e W tych wspotrzednych
Xo=0,0, Xz=0u,

ktdre takze sg hamiltonowskie wzgledem konforemnej lokalnej
formy kontaktowej & = -2a = dy' - Ady®

Catkowalne kontaktowe Instytut Matema



e Zatem krzywe catkowe X; majg postac




Jednorodne rozmaitosci symplektyczne

Catkowal



Jednorodne rozmaitosci symplektyczne

Jednorodng rozmaitoscig symplektyczng nazywamy pare (M, 6), taka,
ze 0 jest potencjatem symplektycznym, tzn. ze w = -d0 jest formga
symplektyczng na M.

Polem Liouville'a nazywamy pole wektorowe A € X(M) zdefiniowane
przez

Lyw = 0.

Mowimy, ze pole tensorowe A na M jest k-jednorodne (gdzie k € R),
jezeli

L)A = KA.

dén (IM PAN) Catkowalne u
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Stownik kontaktowo - jednorodny symplektyczny

Stwierdzenie

Niech (M, a) bedzie rozmaitoscig kontaktowq. Rozwazmy trywialnq wigzke
wektorowqg 1y . M x Ry — M, m1(x, r) = x. Wowczas 6(x, r) = ra(x) jest
potencjatem symplektycznym na M x R..

Pare (MM = M x R+, 8 = ra) nazywamy symplektyzacja (M, a).

Catkowalne u ntaktowe



Stownik kontaktowo - jednorodny symplektyczny

Stwierdzenie

Istnieje odpowiedniosc wzajemnie jednoznaczna m/edzy funkcjami fi

M a 1-jednorodnymi funkcjami fY™P(x, r) = —rf(x) na M>™P taka, ze pole
hamiltonowskie symplektyczne Xeymo | kontaktowe Xs majq nastepujgcg
relacje:

&
=
Q

Tn"| (stymp) = Xf

Ponadto nawiasy Poissona {-, -}g i Jacobiego {, -} majq nastepujgcq
relacje:

symp
[, g9 = ({f.8)a) -

Catkowalne uktady kontaktowe Instytut Matema



Jednorodny uktad catkowalny

Jednorodnym uktadem catkowalnym nazywamy trojke (M, 6, F), gdzie

(M, ) jest jednorodng rozmaitoscig symplektyczng i
F=(f....fn): M — R" jest odwzorowaniem takim, ze

e rank TF = n na zbiorze gestym My C M,

e {fifi} =0, 1<ij<n,
® Funkde fy,...,fn s 1-jednorodne, tzn. ze 4f; = f;.

Catkowalne u ntaktowe



Jednorodny uktad catkowalny

Stwierdzenie

Niech (M, a) bedzie rozmaitosciq kontaktowq i niech F: M — R™" bedzie
gtadkim odwzorowaniem. Wowczas (M™P, 6, FYMP = —rF) jest
Jednorodnym uktadem catkowalnym w.t.w. gdy (M, a, F) jest catkowalnym
uktadem kontaktowym.

Catkowalne u ntaktowe



Uwaga
e Niech (M, 0) bedzie jednorodng rozmaitoscig symplektyczng.
e Zauwazmy, ze wspotrzedne (¢, p;) mogg by¢ kanoniczne dla
w=-db, aleniedlafiA.
e W szczegdlnosci standardowe twierdzenie Liouville'a-Arnolda nie
gwarantuje, ze zmienne dziatanie-kat bedg jednorodne.

Przykfad

e Rozwazmy 6 = pdg na R2.
* \Wowczas,

w=-dd=dgAndp, A=po,.
e We wspétrzednych g =g, p = p +e? mamy w = dg A dp, ale

Instytut Matema



Jednorodne twierdzenie Liouville'a-Arnolda

Twierdzenie (Colombo, de Ledn, LainziL. G., 2025 r))

Niech (M, 8, F) bedzie jednorodnym uktadem catkowalnym, gdzie

= (f1,...,[n). Zatézmy, ze My = F~1(\) jest spdjny, gdzie A € R”. Jezeli
istnieje otoczenie U > Ma w M takie, ze pola hamiltonowskie X | ySq
zupetne i rank TF|, = n, to U = T x R x F(U) i istnieje uktad
wspétrzednych (U C U,y A) na M taki, ze

0 A= M/, Jj, gdzie M/, sqg 0-jednorodnymi funkcjami w zmiennych

ﬁ pooo rfﬂ/
® 0 =Ady,
© X = N//aiy/ gdzie (M) jest macierzq odwrotnq do (M).
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Rozwazmy forme kontaktowg a = dz - pdg na R3\ {0}.
Funkcje f =z i h = p spetiajg {f, h}q = 0 oraz df A dh + 0.
Z tego wynika, ze (M, a, F) jest catkowalnym uktadem
kontaktowym, gdzie F = (h,f): M — R?.

Symplektyzadjg jest (M*YMP, 6, FYMP), edzie

MY — M xRy, B=rdz-rpdg, FY™P = (-rz,-rp).

Odpowiednie pola hamiltonowskie to

d d
stympz—p—— 77— +[—.

Xpsme = dp 0z or

9
q '
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Przykfad
e Jednorodne wspotrzedne dziatanie-kat to
YSOymp =4, ygymp
Aéymp — hYMp — -rp, A?ymp
e W tych wspotrzednych

d
thymp = — ), Xsymp =
ay_gymp d

=-logz,

=fYMP = _rz7.




Przykfad

e Rzutujgc do M, otrzymujemy funkcje

W=q, y'=-logz, Ag=h=p, A=f=z.

o Wspbtrzednymi kat sg y°, y' a wspéitrzedna dziatania jest

s Ao p
A= T2
e W tych wspotrzednych

d 5}
g oy - 2
ayO’ f ay1 !

ktore takze sg hamiltonowskie wzgledem konforemnej formy
kontaktowej

Xp =

L dy' - Ady°.
A
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Uktady bihamiltonowskie




Uktady bihamiltonowskie

Problem

Dla danego uktadu hamiltonowskiego (M, w, H), chcielibysmy znalez¢ n
niezaleznych statych ruchu takich, ze {f; fi}» = 0, aby obliczy¢
wspotrzedne dziatanie-kaqt.

Aby znalez( te state ruchu, Magri et al. opracowali metode takg, ze f; sg
wartosciami wtasnymi endomorfizmu N: TM — TM.
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Struktury Poissona

Niech {-, -} bedzie nawiasem Poissona na ¢*°(M).
Definiuje tensor antysymetryczny (pole dwuwektorowe) A przez

Adf,dg)=1{f.g}, f.g€&>=M).

Poza tym definiuje odwzorowanie

i T"M — TM, @) = A, a).




Zgodnosc struktur Poissona

Definicja
Niech Ay i/, bedg tensorami Poissona na rozmaitosci M. Méwimy, ze
one sg zgodne, jezeli Ay + /A, takze jest tensorem Poissona.

Innymi stowy méwimy, ze nawiasy Poissona {-, -}1 i {-,-}2 na €>*(M) sg
zgodne, jezeli

{f.8t=1{fgh+{fgh Vfgeecr M)

jest nawiasem Poissona.
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Zgodnosc struktur Poissona

Pole wektorowe X na M nazywa sie bihamiltonowskim, jezeli jest ono
hamiltonowskie wzgledem dwdch zgodnych struktur Poissona, czyli
istniejg funkcje hq, hy na M takie, ze

X={.mh=1{ h}>.

Catkowalne u ntaktowe



Struktury Poissona - Nijenhuisa

e Forma symplektyczna w na M definiuje izomorfizm
bu: TM — T*M,  by(v) =wl(v,-).

® Wowczas odwzorowanie i, zdefiniowane przez odpowiednig
strukture Poissona Ay jest odwrotnym by,

fir, = b;ﬂ CTM — TM.

e Jezeli /Ay jest inng strukturg Poissona na M, to mozemy
zdefiniowac tensor

N:ﬁ/\qoﬁ;\l:ﬁ/\1obw-

® Para (N\y, N) nazywa sie strukturg Poissona - Nijenhuisa.

Catkowalne t



Struktury Poissona - Nijenhuisa

Twierdzenie (Magri i Morosi, 1984 r.)

Niech (M, w) bedzie rozmaitosciq symplektycznq i niech N\ bedzie
tensorem Poissona. Niech A; 0znaczajg wartosci wiasne tensora
N = tia, oby,. Jezeli Ay i Ay Sq zgodnymi tensorami Poissona, to

{AiAte =0, {AuA} =0, Vij.

Jesli pole wektorowe X na M jest bihamiltonowskie wzgledem w i /1, to A;

sq statymi ruchu, czyli
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® Rozwazmy T*R? ~ R* z kanoniczng formg symplektyczng
wy = dx’' A dpj, ktéra definiuje strukture Poissona

AR
ox' ap ox? 0,02.

w =

e Zgodna struktura Poissona to

o 9 . ,08 0

— D — A — + — A —
p16x1/\6,01 pax aszapz'

e Tensor N = f#, o ;' ma postac

d d d 0
N = p; —®dx aﬁ@dm)wzxz(az@dx ap2®dp2 ,




e |ub jako macierz

P
X2 >

* Jego warto$ciami wkasnymi sg Ay = pq idy = pax?.

e Pole wektorowe
o0 00 G
o e P, op2

jest bihamiltonowskie. Ma ono funkcje Hamiltona H = p1 + pox? i
= log(p1p2x?) wzgledem A i Ay odpowiednio.

e Statymi ruchu X sg Ay iA.
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Struktury Jacobiego

Definicja

Niech M bedzie rozmaitoscig. Operadja

{ -} €M) x €>°(M) — €°°(M) nazywa sie nawiasem Jacobiego,
jezeli

e jest nawiasem Liego na €*°(M) —jest dwuliniowy, antysymetryczny
i spetnia tozsamos¢ Jacobiego,
e istnieje pole dwuwektorowe A i pole wektorowe £ na M takie, ze

{f.g} =Adf,dg) + fE(@) - gE(f), Vf.ge E=M).
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Zgodne struktury Jacobiego

e W latach 90 Iglesias, Monterde, Marrero, Nunes da Costa, Padrén
i Petalidou opracowali teorie zgodnych struktur Jacobiego.

® Kazda struktura Jacobiego (A, £) na rozmaitosci M definiuje
jednorodng strukture Poissona AP955°" na M x R..

® (A, E1)i (/2 E2) sg zgodne w.t.w. gdy ATOIsson j APoisson 3 zgodne,

e MyslelibySmy naiwnie, ze dla danego uktadu hamiltonowskiego
kontaktowego (M, a, h) mozna uzy¢ zgodnej struktury Jacobiego,
aby obliczy¢ niezalezne funkdje f; takie, ze {f;, fi}q = 0.

e Natomiast to nie jest mozliwe.
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Twierdzenie (Fernandes, 1994 r.)
Niech (M, w.f1, . ... fn) bedzie uktadem catkowalnym ze wspotrzednymi
dziatanie-kqt (s;, ¢'). Rozwazmy funkcje Hamiltona takg, ze
(SR) f1,....[n sq Sstatymi ruchu.
(ND) Macierz Hessego ( aas,?sj ) wzgledem zmiennych dziatanie jest
niezdegenerowana na zbiorze gestym My C M.

(BH) X jest bihamiltonowskie i N ma rzeczywiste wartosci wiasne A;
takie, ze dAy A - - A dA, # Q.

Wowczas mozna napisac

gdzie kazde H; zalezy tylko od A;.
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Stwierdzenie

Rozwazmy jednorodny uktad catkowalny (M, 6, F). Niech H bedzie
1-jednorodng funkcjqg Hamiltona, ktora spetnia warunek (ND). Jezeli
istnieje struktura Poissona /1, ktora jest zgodna z /g, to ona nie moze
Jednoczesnie byc (-1)-jednorodna i spetniac warunek (BH).

e Jesli N ma n niezaleznych wartosci wiasnych A;, to H = Y, HiA).

e JesliAq jest (-1)-jednorodna, to A; sg O-jednorodne, poniewaz 6
jest 1-jednorodna.

e Stad
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Wniosek

Niech (M, a, H) bedzie uktadem hamiltonowskim kontaktowym. Jesli istnieje
struktura Jacobiego (/\, E), ktora jest zgodna z a, to odpowiedni tensor N
na M x R+ ma wartosci wiasne A; takie, ze {A;, Aj}a = 0, ale

dAy A AdApe = 0.

W szczegolnosci (M, a, (A;)) nie spetnia warunkow twierdzenia
Liouville'a-Arnolda.

Catkowalne ntaktowe



e Rozwazmy rozmaitos¢ kontaktowa (M, a).

e Do skonstruowania catkowalnego uktadu kontaktowego
F: M — R™" nie mozna uzy¢ zgodnych struktur Jacobiego.

e Natomiast mozemy szukac struktury Poissona, ktora jest zgodna
z symplektyzacjg (M, a) i uzy¢ twierdzenia Magriego.




Przykfad

e Rozwazmy uktad hamiltonowski kontaktowy (M = R3, a, H), gdzie
a=dz-pdgiH=p-z
e Symplektyzacja to (R%, 6, HY™P), gdzie

O=rdz-rpdqg, HY"™P =rz-rp,

i pole Liouville'ato A = ro,.
e 7 zamiany wspotrzednych

1 2
X =4 X =z pr=-Ip, pP2=r,

wynika, ze 8 = pdx’ i H = py + x?p;, —to uktad poprzedniego
przyktadu.
e Zauwazmy, ze Ay = p; = —rp i Ay = pox? = rz sg 1-jednorodne.

e Zatem, ich rzuty definiuja funkcje Ay = p i, = -z na M takie, ze
i lo}e = 0.
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Podsumowanie

e Rozumiemy catkowalne uktady kontaktowe jako jednorodne
uktady catkowalne.

e W ten sposdb mozna naturalnie uogdlnic twierdzenie
Liouville'a-Arnolda, struktury bihamiltonowskie, itp.




Przyszte badania

e Ciekawe przykfady catkowalnych uktaddw kontaktowych
e Metoda obliczania zmiennych dziatanie-kat
e Teoria perturbacji Kotmogorowa-Arnolda-Mosera (KAM)
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