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Esquema del trabajo

@ Definicién de la entropia de entrelazamiento S;
® Presentacién del modelo XX
® Equivalencia con un sistema de fermiones libres
® Diagonalizacién del hamiltoniano
© Matriz de correlacién ~» expresién exacta de S;
® Comportamiento asintético de S;
® Relacién con CFTs y criticalidad
® Conjetura de Fisher-Hartwig ~» S; para L — oo

@ Conclusiones
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Introduccién
®0

La entropia como medida del grado de entrelazamiento

® Un sistema cuantico puede estar en un estado puro p y sus
subsistemas en estados mezcla p; — entrelazamiento

® Nos gustaria poder cuantificar cémo de entrelazadas estan entre si las
partes de un sistema.
® E| entrelazamiento aparece en miultiples areas de la fisica actual:
® [nformacién cuantica y computacién cuantica
® Sistemas de muchos cuerpos
® Agujeros negros y gravedad cuantica
® Entropia de p, = grado de entrelazamiento del sistema

® p, = matriz dens. reducida = dist. de prob.
® No es una entropia termodindmica.

Asier Lépez Gordén (Dpto. Fisica Tedrica) Entropia de entrelazamiento en la cadena XX 24 de julio de 2020



Introduccién
oce

Entropia de von Neumann

S[p] = —tr(plogp) (kg =1) J

Propiedades:
* S[pl =0
® S[p] = 0 < p estado puro
L L
'Slgm]ZQSMI

® paus estado puro = Sy = Sp
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Modelo XX
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Modelo XX

El modelo XX consiste en una cadena (1D) de N particulas de espin 1/2
con interacciones a primeros vecinos en un campo magnético externo .

N-1

N—1
Z (o’faﬁ_l == af'aﬂl) 4 Z of+1) (h=1)
1=0 1=0

N =

Hxx =

N[ >

® Supongamos A >0 (A <0
corresponde a [1) < |})).

® Por simplicidad, tomamos CC
periddicas: 0 = N.
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Modelo XX
0000

Sistema de fermiones libres

Transformacién de Jordan-Wigner

-1 X [~y
_ + oy = ioj
a=(Ilvk)or, of =250
m=0
N—1 , N—1
HXX = — Z (a,‘ aj+1 + h.C.) + A Z a,Ta/

4

o a}a/,l corresponde al salto (hopping) de un fermién de / +1 a /.

® a2, mide si / estd ocupado o no.

® [y conserva el nimero de fermiones.
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Introduccién Modelo XX o de la matriz de correlacién
[e]e] [e]e] o] [e

Diagonalizacién de Hxx

® Hxx tiene simetria traslacional: [T, Hxx] = 0.

Transformada de Fourier

1 N—1 o
by = — ae "W, 0<k<N-1
VN i3
N—1 N—-1 2k
Hxx = Y Akbibe= > Aeng, A=A\ —2cos (—)
k=0 k=0 N

. b,T( actuando sobre [0---0) crea un fermién con momento

2Tk (mod 2r) y energfa Ag.
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Modelo XX
oooe

Fases del sistema

Relacién de dispersién

2.0

1514
1.07
0.5 A
0.0
—0.54
-1.04
—-1.54

-2.0

e 2cos(2mk/N)

* SiA>2 N >0V k
*[GS)=10---0) =)@ @) =
S.=0
* E(IGS)) =
*Sio<A<2
® |GS) estado mezcla = S; ;é O
© E(IGS) = Yl oA+ STk A
® En )\ =2 se produce la transicién de
fase critica-ferromagnética.
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Introduccién XX Método de la matriz de correlacién Co tamiento asintético de S
©00 §

Método de la matriz de correlacidon

® Queremos determinar S; para un bloque de L espines adyacentes.

1 sip= N, <O
i _ P ay Np _
<bpbq> - { 0 en caso contrario ’ ()= >‘GS>

ke
Am,,E<ajnan>:—2cos[—k(m—n)} —%, 0<mn<lL-1

® En el limite termodindmico N — oo

Amn == [* coslp (m =) dp = 1A= sccostn2)

s
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Método de la matriz de correlacién
00

Descorrelacién p;

L
® A partir de una cierta CL de {am, a:rn} L e pueden definir unos
m=

L
operadores {gp,gg}pzl tales que en la base de operadores

{gp, gg, g,igp, gpg,‘;} la matriz densidad del bloque se escribe

L
Y L
pL= ® opy, o0p=1{7" 1) {yp}p:1 autovalores de A
p=1
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Introduccién XX Método de la matriz de correlacién Co tamiento asintético de S; Conclusiones

ooe

Férmula exacta para la entropia de entrelazamiento

Por la aditividad de la entropia de von Neumann, podemos escribir

L L
St=2 Slpl =) Ha(n), Ha(x)=—xlogx —(1—x)log(1 - x)
=1 =1

1si —
{u,},L:1 autovalores de A, = _W, pe = arccos(\/2)
7T J—

® Mediante esta técnica el problema de diagonalizar la matriz densidad
pr, de dimensién 2L x 2L, queda reducido al de diagonalizar A (L x L)
(jtiempo polinémico en lugar de exponencial!).

e Unica particularidad del modelo: p, (rel. de dispersion).
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Comportamiento asintético de S;
©00000

Comportamiento asintético de la entropia de
entrelazamiento

® | a expresién exacta que hemos obtenido para S; no proporciona
directamente el comportamiento de S; al crecer L con L — occ.

® Este comportamiento asintético es crucial para determinar las
propiedades criticas del sistema, asi como su comportamiento bajo
transformaciones del grupo conforme.

® Un sistema no-critico tiene un gap AE > ¢ > 0 para N — oo, con ¢
indep. de N.

® S, satura para los sistemas no-criticos (gapped), mientras que
presenta un crecimiento ilimitado para los sistemas criticos (gapless).

Asier Lépez Gordén (Dpto. Fisica Tedrica) Entropia de entrelazamiento en la cadena XX 24 de julio de 2020 12 /20



Comportamiento asintético de S;
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CFTs y comportamiento asintético

® Los sistemas sin gap no tienen una escala natural (que proporcionaria
¢ =1/AE), de modo que son invariantes bajo dilataciones.

® Si el hamiltoniano es invariante bajo el grupo conforme completo, el
modelo es equivalente a una teoria de campo conforme (CFT) en el
régimen de baja energia.

® | a clase de universalidad de una CFT viene dada por su carga central
¢, que podemos determinar a partir de lim; ., Sy /log L.
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Comportamiento asintético de S;
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Conjetura de Fisher-Hartwig y método de Jin y Korepin

® E| comportamiento asintético de S; se puede determinar de forma
analitica para la cadena XX.

® | a matriz de correlacién A,,, es una matriz de Toeplitz: depende de
m 'y n Gnicamente a través de m — n.

® | a conjetura de Fisher-Hartwig proporciona el comportamiento
asintético del determinante para matrices de Toeplitz que verifican
ciertos requisitos.

® | a matriz de Toeplitz que nos interesa es

T, =p—(RA-1), D;(p) = det T, = polinomio caracteristico de A
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Comportamiento asintético de S;
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Principio del argumento

L
?
St =3t § Ho(u) dlogDu(ys) ~ 5 ty2)~ctlog Dy (1), |
=1 C(e,9) C

&,

" X+D X+ 0 X—D X—D
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Comportamiento asintético de S;
000000

Férmula asintética para S;

Reemplazando D (i) por su expresion asintdtica, proporcionada por la
conjetura de Fisher-Hartwig, y desarrollando las integrales finalmente
obtenemos

1 1
S|~ §IogL+§log(2sinpc)+'T'1, L — oo

| et 1 cosh(t/2)
= [T ]-5- dt ~ 0.495018
= o l 3t tsinhZ(¢/2) | 2sinh3(t/2)

Sy escala como %Iog L, corresp. a una CFT con ¢ =1 (bosén libre).
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Comportamiento asintético de S;
000000

Formula asintética vs. valores exactos

14

b

1]

,

» e A=0
p ¢ A=19
Expr. asintética con A =0
Expr. asintética con A = 1.9

250

0.54
200

50 100 150

L
Figura: Valor exacto de S; para un bloque de L espines de la cadena XX en |GS)
y ajuste a la férmula asintdtica. La maxima entropia se da para A = 0, conforme

A aumenta S; disminuye, hasta que en A\ =2 5; satura en 0, se produce la

transicién de fase y |GS) pasa a ser un estado producto.
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Conclusiones
®0

Conclusiones

@ La entropia de entrelazamiento permite cuantificar el grado de
entrelazamiento en un cierto estado de un sistema cudntico.

® La cadena XX, formada por espines % que interaccionan entre si y con
un campo magnético externo, es equivalente a un sistema de
fermiones libres mediante una transf. de Jordan-Wigner.

® Conocida la relacién de dispersion A, del modelo (= conocido p.) es
posible escribir su matriz de correlacién en el LT vy, a partir de esta, el
valor exacto de S;.

O El crecimiento logaritmico de S; para L — oo se relaciona

estrechamente con la criticalidad del modelo y su equivalencia con
CFTs.

® Si A, es una matriz de Toeplitz, el comportamiento asintético de
S, para L — oo se puede determinar de forma analitica.
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Conclusiones
oe

Problemas abiertos

@ Si Amn no es Toeplitz (o no un caso probado de la conjetura de F-H),
es complicado determinar S; para L — oo. Para algunos modelos se
puede aprovechar su equivalencia con una CFT.

® El comportamiento asintético de S; para estados térmicos del modelo
XX se ha estimado numéricamente y mediante CFTs.

© La bisqueda de expresiones exactas para S; (en D > 1) es un campo
abierto de investigacién.

O Estos resultados podrian proporcionar soluciones a problemas
relacionados con el entrelazamiento cuantico en computacion
cuantica, sistemas de muchos cuerpos o fisica de altas energias.
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iGracias por su atencion!
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